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1. INTRODUCTION
Selon le theoreme celebre de Gelfand]Mazur, R, C et H l'algebre desÂ Á Â Á Á
.quaternions de Hamilton , sont les uniques algebres associatives normeesÁ Â
reelles de division. Si on veut determiner d'une maniere abstraite R, C etÂ Â Á
H, quand ils sont munis de leurs valeurs absolues usuelles, alors on a
besoin de faire appel a des conditions de type ``geometrique''. A ce sujet,Á Â Â
nous citons la caracterisation de R, C et H munis de leurs valeursÂ
.absolues usuelles , comme etant les uniques algebres associatives deÂ Á
5 5 5 y1 5Banach reelles unitaires verifiant x x s 1, pour tout element inver-Â Â Â Â
w xsible x dans l'algebre 5 . Actuellement, il est suffisant de supposer queÁ
5 5 5 y1 5x x s 1, pour tout element x dans un ouvert non vide d'elementsÂ Â Â Â
w xinversibles 1, p. 74 .
Si E est un espace pre-hilbertien reel et f son produit scalaire, alorsÂ Â
 .  .l'algebre de Jordan A E s R [ E associee a yf est une algebre deÁ Â Á Á
Jordan de division et admet une norme d'algebre canonique definie parÁ Â
2 y15 5 5 5 5 5’a q x s a q f x , x . Cette norme verifie u u s 1, pour tout . Â
 .element non nul u de A E . De plus, les algebres de Jordan reelles deÂ Â Á Â
division decrites ci-dessus, munies d'une norme d'algebre quelconque, sontÂ Á
w xles uniques algebres de Jordan normees reelles de division 7 .Á Â Â
Dans ce papier, nous montrons que si J est une algebre de JordanÁ
5 5 5 y1 5normee reelle verifiant u u s 1, pour tout u dans un ouvert nonÂ Â Â
vide d'elements inversibles de J, alors il existe un espace pre-hilbertienÂ Â Â
 .reel H et un isomorphisme isometrique de J dans A H munie de saÂ Â
norme canonique. La preuve suit une methode tout a fait nouvelle etÂ Á
utilise les proprietes du rang numerique, ainsi que la caracterisation desÂ Â Â Â
w xalgebres lisses ``smooth'' donnee dans 10, Sect. 3; 11, Sect. 2 .Á Â
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Â2. RESULTAT PRINCIPAL
q Une algebre A est dite Jordan-admissible si A l'algebre de memeÁ Á Ã
structure d'espace vectoriel que A, et dont le produit est defini parÂ
1  ..x. y s xy q yx est de Jordan. Lorsqu'une telle algebre possede uneÁ Á2
unite, on definit les elements inversibles de A comme etant les elementsÂ Â Â Â Â Â Â
inversibles de Aq. En particulier, une algebre de Jordan non commutativeÁ
est Jordan-admissible et la notion d'elements inversibles dans une telleÂ Â
w xalgebre, au sens de McCrimmon 8 , coincide avec celle que nous avonsÁ
definie.Â
Un espace pre-hilbertien reel E muni d'un produit bilineaire x n yÂ Â Â
5 5 5 5 5 5de E = E dans E verifiant: x n y s yy n x, x n y F x y , etÂ
 :  :x n yrz s xry n z pour tout x, y et z dans E est appele une pre-H-Â Â
algebre. En particulier, tout espace pre-hilbertien reel muni du produit nulÁ Â Â
est une pre-H-algebre.Â Á
Soit E une pre-H-algebre, la somme hilbertienne R [ E, munie duÂ Á Á
 . .   :.produit: a q x b q y s ab y xry q a y q b x q x n y, est une
algebre flexible, quadratique, appelee l'algebre flexible quadratique asso-Á Â Á
 .  .ciee a E et est notee A E . En particulier, A E est une algebre deÂ Á Â Á
w xJordan non commutative normee de division 10, Proposition 24 et verifieÂ Â
5 5 5 y1 5  .x x s 1, pour tout x non nul de A E .
 5 5 .Soit A une algebre normee unitaire avec unite 1 et 1 s 1 . A est diteÁ Â Â
 5 5  .4lisse si l'ensemble w g A9: w s 1 s w 1 est reduit a un seul element.Â Á Â Â
Evidemment, A est lisse si et seulement si Aq est lisse. Pour des elementsÂ Â
5 5y q a x y 1
y5 5  . qx et y dans A avec y s 1, posons: M x s lim eta ª 0 a
y . y .m x s yM yx . On a:
y 5 5M x s Max w x : w g A9, w y s w s 1 4 .  .  .
w xvoir 4, Theoreme V 9.5 , .Â Á
et
y 5 5 ym x s min w x : w g A9, w y s w s 1 F M x . 4 .  .  .  .
1 . 1 .Remarquons que A est lisse si et seulement si m x s M x , pour tout
x g A.
Les algebres normees lisses sont decrites par le theoreme suivant:Á Â Â Â Á
w x  w x.THEOREME 1 10, Theoreme 27 voir aussi 11, Theoreme 2.2 . TouteÂ Á Â Á Â Á
algebre non associati¨ e normee reelle lisse est une algebre flexible quadratiqueÁ Â Â Á
associee a une pre-H-algebre con¨enable.Â Á Â Á
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Dans le cas associatif le theoreme precedent s'ecrit sous la forme:Â Á Â Â Â
w x THEOREME 2 3, Theoreme 6.16 . R, C et H munis de leurs ¨aleursÂ Á Â Á
.absolues usuelles sont les uniques algebres associati¨ es normees reelles lisses.Á Â Â
Le resultat ci-dessous a ete etabli par B. Aupetit dans le cas d'uneÂ Â Â Â
w xalgebre associative normee complete 1, p. 74 . Dans ce qui suit, nousÁ Â Á
proposons une nouvelle demonstration de ce resultat qui n'utilise pas laÂ Â
completude de la norme:Â
THEORMEME 3. Soit A une algebre associati¨ e normee reelle a¨ec uniteÂ Á Á Â Â Â
5 5 5 y1 5telle que x x s 1, pour tout x dans un ou¨ert V non ¨ide d'elementsÂÂ
in¨ersibles de A. Alors A est egale a R, C ou H, munis de leurs ¨aleursÂ Á
absolues usuelles.
Preu¨e. Soit a g V. Quitte a remplacer V par ay1V, on peut supposerÁ
 . 5 5que 1 g V 1 est l'unite de A et par consequent 1 s 1. Donc pour toutÂ Â
 .  .  .x g A et a ) 0 assez petit dependant de x , on a 1 q a x g Inv A etÂ
y15 5 5 51 q a x 1 q a x s 1. 1 .  .
On va deriver cette quantite en utilisant le lemme suivant valable,Â Â
.comme on peut le voir facilement, sans l'hypothese de completude :Á Â
w x w xLEMMA 1 9, Lemme 1.6 . Soit F une fonction d'un inter¨ alle reel 0, dÂ
5  .5dans un espace de Banach X. Supposons que F 0 s 1 et que F est
w x  .differentiable en 0. Alors la fonction reelle definie dans 0, d par G a sÂ Â Â
15  .5  . 5  .  .5 .qF a est differentiable en 0 et G9 0 s lim F 0 q aF9 0 y 1 .Â a ª 0 a
 . 1 . 1 .Par differentiation de 1 , on obtient: m x s M x . Donc A est lisse,Â
et on conclut a l'aide du theoreme 2.Á Â Á
Le resultat principal dans ce papier est le suivant:Â
THEOREME 4. Soit A une algebre normee reelle Jordan-admissible a¨ecÂ Á Á Â Â
5 5 5 y1 5unite telle que x x s 1, pour tout x dans un ou¨ert W non ¨ideÂ
d'elements in¨ersibles de A. Alors A est isomorphe isometriquement a l'algebreÂÂ Â Á Á
flexible quadratique associee a une pre-H-algebre con¨enable.Â Á Â Á
Preu¨e. D'apres ce qui precede, il suffit de montrer que Aq est lisse.Â Â Á
On peut donc raisonner directement sur Aq et supposer que A est une
algebre de Jordan. En remplacËant W par l'interieur de l'ensemble x gÁ Â
 . 5 5 5 y1 5 4 Inv A : x x s 1 , on peut supposer que W est conique i.e., l x g W
 4. y1pour tout x g W et pour tout l g R _ 0 , et que x g W pour tout
x g W.
 .Soit ¨ g W, la sous algebre R ¨ pleine et fermee engendree par ¨ estÁ Â Â
w x  .associative et commutative 2, theoreme 1 . R ¨ contient un ouvertÂ Á
 .  .W9 s W l R ¨ non vide d'elements inversibles de R ¨ , verifiantÂ Â Â
5 5 5 y1 5  .x x s 1, pour tout x g W9. D'apres le theoreme 3, R ¨ est isomor-Á Â Á
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 24phe a R ou C. En particulier, 1, ¨ , ¨ est lineairement dependant, et parÁ Â Â
 2 34  .suite id , T , T , T est lineairement dependant, ou T x s ¨ . x, pourÂ Â ÁA ¨ ¨ ¨ ¨
tout x g A. En effet, par linearisation de l'identite de Jordan, on obtientÂ Â
w xl'identite suivante 6, p. 33 :Â
a.b c.d q a.d b.c q a.c b.d .  .  .  .  .  .
s a. c.d .b q a. b.c .d q a. b.d .c .  .  . .  .  .
et pour ¨ s a s b s c et x s d, l'identite devientÂ
T 3 q 2T 3 y 3T 2T s 0.¨ ¨ ¨ ¨
On peut choisir alors d dans R tel que ¨ q d 1 g W et T soit¨qd 1
5 5 .y1 5 5 5 y1 5surjective. Posons u s ¨ q d 1 ¨ q d 1 , on a u g W, u s u s 1
et T y1 est surjective.u
Pour tout x g A et pour tout a g R, a assez petit, on a u q a x g W et
par suite:
y15 5 5 5u q a x u q a x s 1. 2 .  .
y1 y1 y1 . w xy1Il decoule facilement des egalites U s U , et x s U x 6, p. 52Â Â Â x x x
y1  .  .que l'application F: x ª x , de Inv A dans Inv A est differentiable enÂ
 .  . y1tout point a de Inv A avec F9 a s yU .a
 .En derivant la quantite 2 , et en utilisant le lemme 1, on obtient:Â Â
M u
y1 yU y1 x q M u x s 0. D'ou M u x s muy1 U y1 x . .  .  .  . .  .Áu u
uy1   .. u .y1En echangeant x par yx, on a: M U x s m x .Â u
u . uy1   .. uy1   .. u . u .y1 y1On a: M x s m U x F M U x s m x F M x .u u
u . u . y1D'ou M x s m x . D'autre part T est une contraction lineaireÁ Âu
5  .5 5 5 5 y1 5 5 5 5 y1 5 5 5 5 2 5y1telle que T u s 1 s 1 u.u s 1 F u u s 1 et 1 su
5 5 5 5 5 5. u . 1  .. 1  .. u .y1 y11 F 1 1 . Donc m x F m T x F M T x F M x .u u
u . u .y1En tenant compte du fait que T est surjective et que m x s M x ,u
pour tout x g A, on en deduit que A est lisse en 1, et on conclut a l'aideÂ Á
du theoreme 1.Â Á
5 5 5 y1 5Pour terminer, remarquons que la condition x x s 1 peut etreÃ
affaiblie de la maniere suivante:Á
PROPOSITION 1. Soit A une algebre de Jordan Banach non commutati¨ eÁ
reelle et unitaire. Alors les conditions sui¨ antes sont equi¨ alentes:Â Â
 .i Il existe un ou¨ert non ¨ide W d'elements in¨ersibles tel queÂÂ
5 5 5 y1 5x x s 1 pour tout x g W.
 .ii Il existe un ou¨ert non ¨ide W d'elements in¨ersibles tel que pourÂÂ
5 n 5 5 yn 5tout x g W, il existe n g N* ¨erifiant x x s 1.Â
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Pour demontrer ce resultat on a besoin du lemme suivant:Â Â
LEMMA 2. Soit A une algebre de Banach, reelle associati¨ e, commutati¨ eÁ Â
et unitaire. Soit n un entier non nul fixe. Si A contient un ou¨ert W non ¨ideÂ
5 n 5 5 yn 5d'elements in¨ersibles tel que x x s 1 pour tout x de W, alors A estÂÂ
5 5 5 y1 5isomorphe isometriquement a R ou C; et x x s 1 pour tout x non nulÂ Á
dans A.
Demonstration. L'application w : x ¬ x n definie de A dans A est unÂ Â
diffeomorphisme local au voisinage de tout element inversible, car w estÂ Â Â
 . . ny1differentiable en tout point a de A avec w9 a x s na x, pour tout xÂ
dans A. En particulier pour a g W, il existe un voisinage ouvert O de a1
contenu dans W, et un voisinage ouvert O de an dans A, tels que w :2
O ª O soit un diffeomorphisme. O est un ouvert non vide d'elementsÂ Â Â1 2 2
5 5 5 y1 5inversibles tel que x x s 1 pour tout x g O . D'apres le theoremeÁ Â Á2
5 5 5 y1 53, A est isomorphe isometriquement a R ou C; et la relation x x s 1Â Á
est verifiee pour tout x non nul dans A.Â Â
Demonstration de la proposition 1.Â
 .  .i « ii . C'est evident.Â
 .  .  5 n 5 5 yn 5 4ii « i . Notons W , n g N* l'ensemble x g W, x x s 1 .n
W est un ferme de W pour tout n g N*.Ân
 .W s D W est un ouvert de A qui est un espace complet , donc Wng N* n
est un espace de Baire. D'ou l'existence d'un entier non nul p tel que WÁ p
Ê Êsoit d'interieur W non vide. Posons V s W . V est un ouvert non videÂ p p
5 p 5 5 yp 5d'elements inversibles de A tel que x x s 1 pour tout x g V. SoitÂ Â
 .a g V. Alors V l R a est un ouvert non vide d'elements inversibles deÂ Â
 . 5 p 5 5 yp 5  .R a , tel que x x s 1 pour tout x g V l R a . D'apres le lemme 2Á
 . 5 5 5 y1 5ci dessus, R a est isomorphe a R ou C; et x x s 1 pour tout x nonÁ
 .  .nul dans R a ; donc en particulier pour a. D'ou i .Á
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